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A b str a c t
This paper develops a general equilibrium model of a stochastic economy, populated by
identical, competitive and risk-adverse consumer-investors. The model allows character-
izing the price of a zero-coupon bond in the equilibrium. This characterization is carried
out by means of the non-central chi-square distribution and Bessel functions.
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R e su m e n
En esta investigaci¶on se desarrolla un modelo de equilibrio general en una econom¶³a es-
toc¶astica, poblada por consumidores-inversionistas id¶enticos, competitivos y adversos al
riesgo. El modelo permite caracterizar el precio de un bono cup¶on cero en equilibrio.
Dicha caracterizaci¶on se lleva a cabo mediante las funciones de Bessel.
J E L C la ssi¯ c a tio n : G1, G13
P a la b r a s c la v e : Mercados ¯nancieros, valuaci¶on de activos
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1 . In tro d u c tio n
En este trabajo se desarrolla una f¶ormula de valuaci¶on de bonos cup¶on cero cuando la
tasa corta sigue un movimiento geom¶etrico Browniano y la funci¶on de utilidad tiene grado
de aversi¶on al riesgo constante. Debido a que la tasa de inter¶es no es en s¶³ misma un
activo negociado, no se puede construir una cobertura que elimine la dependencia del
proceso de valuaci¶on sobre las preferencias. En el modelo propuesto se utilizan fundamentos
microecon¶omicos de maximizaci¶on de una funci¶on de utilidad y de equilibrio general, o
condiciones de arbitraje, en el contexto del modelo CAPM en tiempo continuo a ¯n de
obtener una ecuaci¶on diferencial parcial cuya soluci¶on es el precio de un bono a descuento.
Es importante destacar que el modelo propuesto extiende el modelo de Dothan (1978) en
donde las preferencias sobre el consumo est¶an asociadas con la funci¶on utilidad logar¶³tmica.
El presente trabajo se encuentra organizado como sigue. En la pr¶oxima secci¶on se establece
la din¶amica de la tasa corta de un bono cup¶on cero. En la secci¶on 3 se plantea el problema
de control ¶optimo estoc¶astico de maximizaci¶on de utilidad. En el transcurso de la secci¶on
4 se proporciona la caracterizaci¶on del precio de un bono cup¶on cero cuando la tasa corta
sigue un movimiento geom¶etrico Browniano. Dicha caracterizaci¶on se lleva a cabo mediante
las funciones de Bessel1 .
2 . D in ¶a m ic a d e la ta sa c o rta d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro
En esta secci¶on se especi¯ca la dinamica de la tasa corta y se determina la ecuaci¶on
diferencial parcial de segundo orden que determina el precio de un bono cup¶on cero. Para
ello, se utilizan argumentos t¶³picos de arbitraje. Se supone que el precio del bono, B , es
1 V a ria s d e la s p ro p ied a d es d e la s fu n cio n es d e B essel q u e se u tiliza n en esta in v estig a ci¶o n se en cu en tra n
d eta lla d a s en W a tso n (1 9 6 6 ).
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funci¶on de la tasa corta, r t, y del tiempo, t es decir B = B (r t;t) . Asimismo, se supone que
la tasa instant¶anea de inter¶es, rt , al tiempo t cambia en forma continua y es conducida
por la siguiente ecuaci¶on diferencial estoc¶astica:
dr t = ² r tdt + ¾ r tdW t; (1)
donde ² y ¾ son constantes conocidas y (W t) t2 [0 ;T ] es un movimiento Browniano de¯nido
sobre un espacio de probabilidad con una ¯ltraci¶on, (−;F ;(F t) t2 [0 ;T ];IP) . Observe que
la tasa de inter¶es tiene una distribuci¶on lognormal y, en particular, r t es positiva y con
probabilidad uno.
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3 . P la n te a m ie n to d e l p ro b le m a d e c o n tro l ¶o p tim o e sto c ¶a stic o d e
m a x im iz a c i¶o n d e u tilid a d
Debido a que la tasa de inter¶es no es en s¶³ misma un activo negociado, no se puede formar
una cobertura que elimine la dependencia de la ecuaci¶on de valuaci¶on sobre las preferencias.
Se muestra que esta dependencia puede ser identi¯cada en el contexto de CAPM en tiempo
continuo con utilidad logar¶³tmica del consumo.
4
Suponga que un consumidor-inversionista tiene acceso a dos activos un bono y una acci¶on.
Sea a t la riqueza real del individuo y suponga que la acumulaci¶on de a t sigue una ecuaci¶on
diferencial estoc¶astica dada por
da t = (1 ¡ μ )a tr tdt + μ a tdR S ¡ ctdt (6)
donde ct es consumo, a es la proporci¶on de la riqueza que asigna a la acci¶on y dR S es el
rendimiento de la acci¶on. Suponga tambi¶en que el precio de las acciones es guiado por las
siguientes ecuaciones diferenciales estoc¶asticas
dS t
S t





= ® dt + ¯ dU t: (8)
Se supone adem¶as que los Brownianos est¶an correlacionados de tal forma que
Cov(dW t;dU t) = ½ dt:
Por lo tanto, la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica de la riqueza est¶a dada por
da t = [a t (μ (® ¡ r t) + r t) ¡ ct ] dt + a tμ ¯ dU t: (9)
Ahora bien, el consumidor-inversionista desea determinar ct y μ de tal manera que resuelvan
el siguiente problema:














da t = [a t (r t + μ (® ¡ r t) ) ¡ ct ] dt + a tμ ¯ dU t;
drt = ¾ tr tdW t;
Cov(dU t;dW t) = 0:
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donde ± es la tasa sub jetiva de descuento del individuo. Observe tambi¶en que se ha
tomado, en particular, ² = 0. La ecuaci¶on de Hamilton-Jacobi-Bellman de la programaci¶on































donde F (ct;t) = c
°
t e
¡ ± t, y
a t(® ¡ r t) @ J
@ a t













Se propone una soluci¶on de la forma







¡ ± s = A ° a ° ¡ 1t :
En este caso, se tiene que
@ J
@ a t
= A ° a ° ¡ 1t ;
@ 2 J
@ a 2t
= A ° (° ¡ 1)a ° ¡ 2t : (14)
Si se sustituyen estas parciales en la ecuaci¶on (12) , se obtiene
® ¡ r t = μ ¯ 2 (1 ¡ ° ): (15)
De esta manera, si se denota a ¸ = μ ¯ (1 ¡ ° ) , entonces
¸ =




lo cual de¯ne el premio al riesgo, es decir ¸ es constante. Ahora bien, si no existen opor-
tunidades de arbitraje todos los activos dependientes de r t deben satisfacer una ecuaci¶on
similar a (16) en donde se tienen que sustituir las correspondientes media y volatilidad de















¡ ¸ ¾ r t @ B
@ r t
¡ r tB = 0; (18)
lo que proporciona la ecuaci¶on diferencial parab¶olica y lineal que carateriza el precio de
un bono cup¶on cero. Este resultado es comparable con el de Garman-Vasicek (1977) .








¡ ¾ 2 ° r t @ B
@ r
¡ r tB = 0: (19)
con condiciones en la frontera:
B (r t;0) = 1;
B (0;¿ ) = 1;
B (1 ;¿ ) = 0; para ¿ > 0:
(20)
4 . C a ra c te riz a c i¶o n d e l p re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro c u a n d o la ta sa
c o rta sig u e u n m o v im ie n to g e o m ¶e tric o B ro w n ia n o














































































¡ x tv ¡ @ v
@ s
= 0: (22)
v (x t;0) = 1;
v (0;s ) = 1;
v (1 ;s ) = 0;
(23)






+ f 00(x t)
¶
¡ x t(w + f (x t) ) ¡ @ w
@ s
= 0: (24)
Despu¶es de agrupar t¶erminos de manera conveniente, se tiene que
¡
x 2t f











Si v es soluci¶on de la ecuaci¶on (22) , entonces f y w son soluciones de las siguientes ecua-
ciones:
x tf
00(x t) ¡ f (x t) = 0: (26)
sujeto a:
f (0) =1;











w (x t;0) = v (x t;0) ¡ f (x t) = 1 ¡ f (x t); (29)
w (0;s ) = 0;
w (1 ;s ) = 0:
Considere ahora el siguiente cambio de variable




f (x t) =
z th (z t)
2
;
entonces la derivada de f se puede expresar como









h 0(z t) +
1
2


















y la segunda derivada de f con respecto de x t est¶a dada por
























= h 00(z t) x




0(z t) ¡ h (z t)
z 2t
x¸













h 00(z t) +
2
z 2t










h 00(z t) +
2
z 2t






h (z t) = 0;
Al simpli¯car la ecuaci¶on anterior, se obtiene
z 2t h
00(z t) + z th 0(z t) ¡ (z 2t + 1) h (z t) = 0: (30)
La soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial anterior corresponde a la funci¶on modi¯cada de
Bessel de orden uno, la cual est¶a dada por


















K 1 (1 ) = 0: (31)
y




z tK 1 (z t) = 0: (33)
En efecto, observe que















Escriba el integrando de (34) como
g z t (u ) =
z t





























n ! 1 g n (u ) =
n





z tK 1 (z t) = lim
n ! 1 n K 1 (n ) = limn ! 1
Z 1
0




n ! 1 g n (u )du = 0:

















v¶alida para 2 · z t < 1 y ciertas constantes a 0 ;a 1 ;a 2 ;:::; se sigue que
z tK 1 (z t) = a 0 z
1 = 2
t e






















lo cual produce (33) . Asimismo, dado que la aproximaci¶on









v¶alida para 0 < z t < 2, en donde la funci¶on I1 (z t) est¶a dada por




k ! (k + 1) !
³z t
2
2´ k + 1
; (37)
la cual satisface limz t! 1 I1 (z t) = 1 y limz t! 0 I1 (z t) = 0. De esta manera, a partir de
(36) , se obtiene
lim
z t! 0
z tK 1 (z t) = 1: (38)
En consecuencia, a ¯n de que se cumplan f (0) = 1 y f (1 ) = 0, la soluci¶on de (27) est¶a
dada por
f (x t) = z tK 1 (z t) = 2
p
x tK 1 (2
p
x t) ;
Considere ahora los siguientes cambios de variables:
z t = 2
p
x t y w (x t;s ) =
1
2 z th (z t;s ) :
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¡ 1 = 2
t +
"
z t(@ h = @ z t) x
¡ 1 = 2


















































h s = 0
¶o
z 2t h z z + z th z ¡ h ¡ (z 2t + 1)h ¡ 4h s = 0: (41)
A partir de (29) , la condici¶on de frontera que se debe cumplir es
z t
2
h (z t;0) = 1 ¡ f (x t) = 1 ¡ z tK 1 (z t);
lo cual implica




¡ K 1 (z t) :¸ (42)
Si se separan variables en h (z t;s ) , se tiene que
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h (z t;s ) =
Z 1
0
Á (¹ )K i¹ (z t)e
¡ (1 + ¹ 2 )s= 4d¹ ; (43)
donde el par¶ametro de separacion es ¡ (1 + ¹ 2 ) y la funci¶on Á (¹ ) se determina a partir de
la condici¶on de frontera (42) , la cual est¶a dada por




¹ senh (¼ ¹ = 2)




senh(¼ ¹ = 2) =










sen(z t senh(μ ) ) senh(i¹ μ )dμ :
Por lo tanto,





¹ senh (¼ ¹ = 2)
1 + ¹ 2






sen(z t senh(μ ) )
Z 1
0
¹ sen(¹ μ )













Al comparar (43) con (45)





sen(z t senh(μ ) )
Z 1
0
¹ sen(¹ μ )
1 + ¹ 2
e ¡ (1 + ¹




sen(z t senh(μ ) )
·
















En virtud de que B (t;T ) = w (x t;s ) + f (x t) , se sigue que







x tsenh(μ ) )
·































¿ = T ¡ t







De manera similar, la soluci¶on para el caso con ° 6= 0; est¶a dada por










x tsenh(μ ) )
Z 1
0











H (¹ ) = e ¡ (4 p



































x tsenh(μ ) )
Z 1
0











H (¹ ) = exp
½
¡ (4p





















5 . C o n c lu sio n e s
Se ha desarrollado un modelo de equilibrio general en una econom¶³a estoc¶astica, poblada
por consumidores-inversionistas adversos al riesgo. A trav¶es de la programaci¶on din¶amica
en tiempo continuo se ha caracterizado el precio de un bono cup¶on cero mediante las
funciones de Bessel. El modelo se puede generalizar al incluir productos derivados sobre el
activo subyacente o sobre la tasa de inter¶es: siendo est¶a la agenda futura de investigaci¶on.
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A p ¶e n d ic e
En este ap¶endice se determina B (t;T ) cuando ² 6= 0. Observe primero que si


















K 1 (z t) = K ¡ 1 (z t) :
En efecto,


















Considere el cambio de variable v ¡ 1 = u , entonces du = ¡ v ¡ 2 dv y






























Suponga ahora que la tasa corta es conducida por
dr t = ² r tdt + ¾ r tdW t;
donde ² 6= 0 y ¾ > 0 son constantes conocidas y (W t) t2 [0 ;T ] es un movimiento Browniano
de¯nido sobre (−;F ;(F t) t2 [0 ;T ];IP) . En este caso, se tiene que










x tsenh(μ ) )
Z 1
0










H (¹ ) = exp
½
¡ (4p









¡ p + ¹ i
2
¶¯¯¯¯2
;
x t =
2r t
¾ 2
y
p =
1
2
¡ ²:
16
